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Iz ove formule, koja je analogna Rodrigesovoj formuli kod Legendreovih polinoma,
da su funkcije L"(t) zaista polinomi i to polinomi rz-tog stepena.
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2. Rekurentne formule u,, - i i5g,ot

Na osnovu razvoja (3.1) moZe,se na6i r

rekurentna formula

(n * l)L,+r(r) - (2n *Ur,,(r) * nLn-t(t) : o ,.4"/, (3.1(3.1

Na osnovu ove formule ako znamo Lo(t) i L{t) (a njih uvek znamo) moZemo da nadem<>

sve ostale Laguerreove polinome. Postoje i druge rekurentne formule, ali ih ovde ne6emo
izvoditi.
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Uvedimo pomoinu funkciju w(t) : tne-t za koju lako nalazilq9i,,*
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Ovo je specijalni sludaj tzv. Laguerreove diferencijalne jednadine koja u op5tem sludaju
glasi
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4. Ortogonalnost i norma Laguerreovih polinoma
:
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sledi dokaz tvrdenja da su Laguerreovi polinomi ortogonalni sa teZinom
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5. Laguerreove funkcije

Na osnovu svega navedenog zakljuiujemo da su funkcije
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/r(t) : f (t)e-t/z kvadratno je integrabilna u intervalu (0, -) sa teZinom p(t) : f .

pre ie to biti slucaj sa funkcijo* fr(t) - f (t)e-t.
Uvedimo funkciju

su): I f (t)"-"
lo,

ova je kvadratno integrabilna, sa teZinom p : 0

transformaciju

,>0
,<0

u (-oo, *oo) i ima stoga Fourierovu

Funkcija !(cu) svuda je analiticka i moie se razviti u red

Poslednji izraz j pokazali smo da je

f(a) = og(r)1r; :0 + G(r) =0 +

- :y> Funkcije ),,(l) ne zadovoljava Laguelleovu di{erencijalnu jednadinu. Ali ako se tt o\''11
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6. Generalisani Laguerreovi polinomi i. ,:

Za neke primene u teorijsko j fizici potrebni su generqlisan

Njihova generatrisa je 
,
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Obicni polinomi odgovaraju slucaju a : 0. Rekurentne formule analogne onim koj
izveli za obicne Laguerreove polinome kod generalisanih imaju oblik

LZl4 : \t-, ", ffi (t"+" "-,)
Lff:7, Li--1*a-t,

ortonormirani sistem, a to znadi
smislu slialarnog proizvoda u -L2(0, oo).

;tem, a to znadi da svaka funkcija /(t) "funkcija /(l)
u intervalu (0, *) sa teZinotn e-t koja je ortogonalna na sve

dt :0



(n + l)Li*,(t) - (2n * 1 + e - t)LZ(t) * (n * a)Lfi-r(t) : s

firiu): -r-!il)
Naime iz generatrise Ao(t, r) dobija se
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Bto daje naved.enu rekurentnu formulu
Generalisani Laguerreovi polinomi zadovoljavaju
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Generalisani Laguerreovi polinomi ortogonalni su u .L2(0, oo) sa teZinom p(r) : toe-t
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Ove funkcije su reSenja slede6e diferencijalne jednacine
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1. Generatrisa
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je generatrisa polinoma koje nazivamo Hermiteovi. Pokazaiemo da su l/"(l) stvarno poli-
nomi. Naime,

Ako se izvr5i smena integracionih promenljivih I - (

a odavde vidimo

Poslednja formula analogna je Rodrigesovoj form uli za Legendreove polinome.
zuje da su If"(t) zaista polinomi i io polinomi n-tog stepena.

Prvih nekoliko Hermiteovih polinoma su

t
- 
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Takode vaZi da je

Rekurentne formule

Na osnovu definicione relacije X(t,r): DLo H"G)*
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r f nacl

-t16(t) : 1, Hr(t) :21, Hzft) : 4t2
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Hermiteovog poiinoma 
f 1

J 
H"(t)dt: 

O, * r1H.+{t)
Prva od rekurentnih formula dozvoljava da se nadu svi Hermiteovi polinomi
Ho(t) i f/1(t). Postoje naravno i mnoge druge rakurentne formule apvde
samo joi jednu koja se dobija kada se iz navedenih eliminiSe H,-1(t) I

Hn+r(t) + H'"(t) - ztff"(t) : 0

3. Hermiteova diferencijalna jednaEina
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Druga od ovih formula n - 7 --+ n d.ozyoljava da se nade neordedeni integral bilo

H,(t): (-t)net'# ( u), llw'ffifi ir
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Uvedirno pomoinu funkciju cijim di
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Ovo je specijalni slucaj Hermiteove diferencijalne jednacine koja u op5tem sludaju ima
oblik

,l'y _ du
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Hermiteovi polinomi su partikularno reienje ove jednadine
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Hermiteovi polinomi su ortogonalni, sa teZinom p(r) : e-t' u int
Neka su H"(t) i Hk(t) (" I k) dva Herrniteova polinoma zal<oiava1i
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Sve nule Hermiteovih polinoma proste su i nalaze se u intervalu (-oo, *-).
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z9
Za norme Hermiteovih polinoma imamo

*oo *oo

Ia
Hermiteovih polinoma a prvi ponovnom primenom rekuren formule

*oo *oo

llr/,(r)lf : I k-* Hn(t)Hn-r(lat: / "-" H,-t(t)lln+t(t) +znu,-r(t)ldt
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I ovde je prvi integral na desnoj strani jednak nuli zbog ortogonalnosti a drugi daje defini-
tivno

I I fI" (l) I l' : ZnllH "-'(t)ll'
Na osnovu poslednje relacije moZemo pisati

1|fl,,(i) ll2 -- z"ntllrlo(r)l 12 : Znn
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5. Herrniteove funkcije

Funkcije

Hermiteove su funkcije i obrazuju potpunu ortonormirani sistem u "L2(-oo, *oo). To

da svaka funkcija /(l) neprekid.na i kvadratno integrabilna sa teZinom ,-" u iP
(-oo, *oo), lioja je ortogottalna na sve Hermiteove polinome (u istom i
teZinom) identidki je jednaka nu1i.

Po uslovima teoreme, funkcija ft(tS : f (t)e-t'tz kvadrq,tno j
p(r) : 1 u intervalu (-oo, f m) utoliko pre je onda kvad

P(r) : 1 u istom intervalu
transform

-co

jer je

,i

i'

'

,),

-oo -co

-oo .l -co5.\

Za'dobijanje drugog integrala iskoristili"'smo prvu
Ako poslednji integral podelimo na dva dela drugi deo ie
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Po5to je funkcija f (a.,) svuda analiiiika, mcsie se razviti u

mogu odrediti neposrednim diferenciranjem integrala
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MoZemo da zakljucimo da funkcije ,t(t) cine potpuni ortonormirani sister
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Na osnovu diferencijalne jednadine za Hermiteove polinome lako se pokazuje
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