Laguerreow polinomi

1. Generatrisa

s

Funkcija

e 1—171 >
At,m)=———=> La(t)r" (3.1)

naziva se generatrisa Laruerreovih polinoma jer su koeficijenti razvoja ove funkeije u stepeni

red Laguerreovi polinomi. Iz relacije (3.1) sledi _
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Iz ove formule, koja je analogna Rodrigesovoj formuli kod Legendreovih polinoma, vidi se
da su funkcije L,(t) zaista polinomi i to polinomi n-tog stepena.

rekurentna formula

i

(n+1)Lns1(t) — (2n + lg)Ln(t) F Lo =0

Na osnovu ove formule ako znamo Lo(t) 1 L1(t) (a njih uvek znamo) mozemo da nademo
sve ostale Laguerreove polinome. Postoje i druge rekurentne formule, ali ih ovde neéemo
izvoditi.

Lasy (4) £(t-20-D) L0 (4) + U* Lu-s ()= O




- X

| = W
aku=E 005 o
' Y

, AT ‘f)s‘.\igg‘—‘;“%—*— (/I Z

CJ T\,\ A ot (27: -'E)Mm
.

¢ % M9 S,
. ’ -z ! ~E
o4 & zhe " - e jjg“ (t"e /
*‘ s P p—



U A MA Luﬁ &;/W,La | e W Se af’Q;chfo

e =
L= et fwe®
L AD=S L)




L T MR BT LT L s /
6" - — 'i‘ . —M = T4 L, TH Ly
2/
, / ¥
DN e )T LT e e LT
Jt
A )
o\ = L% +2L,T+L,T + Wy, T el T
WVoooT
ra n —_ AT _
Dl\‘ _ e“ﬁ_’(; ZM T 1: ~c ¢ : :~—_‘:.,jk
It et j T (A-T)>
<y T) - A1) - )
4 eFulgee e oo
JT  (h-T)*
'é(’1 —T) *JC“/C,AV«./? + A
= ——
o (4~T)
L 1T
oty JC B

(4%]
=T ) Lo ALT E LT el LT 2 LT 4l T
(

,_\41 ¢

. A _ “ o o ‘ \\«\)
(€ =T [ Lot LT+ - Loy Ly =(2T+ ) L4 2LTh ML;C“‘;'

<’*/(>/’i»//9//‘6“‘%4 AL, LM WYLy~ 2l (),
logd . Le=t T 1=t +2n W%J

Ly = A= *

w4 gttt A )= =4 2"‘&“"’*"1““&"%
< ,
(-E)[A-4+21 =1+ = L—)\
Fterteiag o L,
/N N IR ‘ "
it s "Q/LZ Vé 0. .






S=te
w =t .
\,S‘; W \/\~4‘€,,+/" t e - % V\Sﬂ“"’&

{Wl b (’\/\.,-k—)w

WL L _{_W"v\w\%; Wi 4 W
R R R
WA Y ("‘\M DL
04 )’ Ve =)
M}\J
i +W«M 4t S Ay =0
| dw‘" d W™
4 {/\Jr%\j‘ &‘H’ 4+ w4 gﬁj v

At

R = | e L,
% _+ Jl, ,
i = wiene Lak)+e %{: J—:_\f\{e [+

Por_wpeTlogplte EeaE L

=l E’,”JL% _‘Z%Etf %Evi N }

L f% t
t Iy ot ?’—Ajtﬁi‘ +Jc{/./ + (aet) Abo £

{d;"‘ L)% f‘iﬂ =0



o dc,it2

) 7%
A y oy (S0 .y (S \y, (S o ,

Fm,) Wi () u A (W V)
;5

ve . - i g
3. Laguerreova diferencijalna jednacina (M):, e i
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za koju lako nalazimo

Uvedimo pomoénu funkeiju w(t) = t"e™*

. _ n
w' =nt" " le7t —t"e t=—t—w——w

tw' —(n—tw =0

Ako poslednju relacuu d1fe1enc1ramo (n+1) puta i povedemo racun
kaze da je w(™ = nletL,(t), poslé svih sredivanja dobijamg

td—gt%(ﬁ—l—(l—t)deLt(t) +ﬁn(t):0 " (3.4)

Ovo je specijalni sluéaj tzv. Laguerreove diferencijalne jednaline koja u opstem slucaju
glasi

d2
y+(1—t) L oy =0
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Laguerreovi polinomi su partikularni integrali ove jednacine za o
postaju polinomi u t = 0.

4. Ortogonalnost i norma Laguerreovih polinoma
- Laguerreovi pohnorm su medusobno ortogonalni u

~*. Da bi dokazali ovo napisimo dlferencualne jednaéine za Laguerreov‘ pohnome za cele
bro_]eve nik '

[te“tg%f—t)} +ne 'Ly(t) =0

[te_t%m + ke Li(t) = 0

Ako prvu jednaéinu pomnozimo sa Li(t) a drugu sa L,(t) pa oduzmemo drugu od prve
dobijamo

= [te™ (L)L (1) - Li()La(t))] + (n — k)e™ La(t)Li(t)

Integracijom poslednje jednaéine od 0 do co nalazimo




odakle, za n # k sledi dokaz tvrdenja da su Laguerreovi polinomi ortogonalni sa teZzinom

e—-t

T r) . /e_th(t)Lk(t) dt =0 (n#k) (3.5)

Za norme Laguerreovih polinoma (sa istom tezinom i u istom intervalu) nalazimo
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Pr1 plsa,nju drugog mtegrala _]eda ‘ d: ,agut;rreowh pohn«m ame
rekurentne formule (3.3) za n — n'— 1. Ako iskoristimo ortogonalnost ’Laguerreowh

noma dobijamo
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Ako ponovo primenimo relaciju (3.3) za n — n 1 iskoristimo ortogonalnost Laguerreovih

polinoma dobijamo

e @]

IZa@IF = % [ Eama(® (24 DEna(8) = (@ + DIn(e) + nLn-a(8)]
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odakle vidimo da su norme svih Laguerreovih polinoma m
dovoljno da nademo normu polinoma Lo(t) i da time znamg

Dakle, Laguerrovi polinomi imaju jedini¢nu normu pa piSemo

I Ln(B)]] =1 (3.6)

5. Laguerreove funkcije

Na osnovu svega navedenog zaklju¢ujemo da su funkeije

(#7e7)
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Mn(t) = ™2 La(t) = o din




P

ortonormirane u smislu skalarnog proizvoda u L3 (0, 00). Ove
ortonorm1ran1 sistem, a to znacti d f vaka funkcua f(t )nepre

fi (t) = f(t)e‘t/2 kvadratno je integrabilna u 1nterva1u (0, oo) sa tezinom g(t) 4.0 Utohko
pre ¢e to biti sluéaj sa funkcijom fo(t) = f(t)e™
Uvedimo funkciju
{ ft)e ™, t>0

0, t<0
ova je kvadratno integrabilna, sa tezinom p = 0 u (—oo,400) i ima stoga Fourierovu
transformaciju
+oo (o)
17 - .
§(w) = — t)e™ dt = —/ f(t)e Tt dt.
i) = 5= [ o) = [ 1)

— o0

Funkcija §(w) svuda je analiti¢ka i moze se razviti u red oko tack

Poslednji izraz jednak je nuli po uslovima teoreme. Dakle pokazali smo da je

iPw=0 = GH=0 = fly)=0

Funkcije A\, (t) ne zadovoljava Laguerreovu diferencijalnu jednacinu. Ali ako se u ovu
jednacinu ubaci L, (t) = An(t)et/? dobija se diferencijalna jednacina za funkcije An(t)
d [ d\(t) 1t
g R -2 ) =
dt dt AT 2 4 (8)=0

6. Generalisani Laguerreovi polinomi

Za neke primene u teorijskoj fizici potrebni su generali
Njihova generatrisa je

Obiéni polinomi odgovaraju sluéaju a = 0. Rekurentne formule analogyine onim koje smo
izveli za obiéne Laguerreove polinome kod generalisanih imaju oblik

a _ o tdn n+a _—t
La(t) = t = (t"tee™)

0217 L?:1+a"_t,
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(0 + DI (8) = (04 1+ @ = LS + (2 + @) L4 (8) = 0
2 3() = ~L50)

Naime iz generatrise A%(t,7) dobija se

(1—2T+T2)?Ai =,[a§nﬁ-1;~— —(a+1)rjac |

i
i

sto daJe navedenu rekurentnu formulu
Generalisani Laguerreovi polinomi zadovoljavaju sledeéu d1feren013alnu jednaci

- = L) “( ) . ra

o S S (e 1= )= k() =0
d _¢dL2(t) P
et ta—i—l ; t n e tLa t) =
o e —r +nte " Ly(t) =0

Generalisani Laguerreovi polinomi ortogonalni su u L(0, 00) sa tezinom o(t) = t%e

&.©]

t*ePLENLE(t)dt =0  (n#£k)

0
Norma generalisanih Laguerreovih je
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' Ove funkcije su resenja sledece diferencijalne jednacine
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Hermiteovi polinomi
1. Generatrisa

Funkcija




je generatrisa polinoma koje nazivamo Hermiteovi. Pokazacemo da su H,(t) stvarno poli-
nomi. Naime,

onx n! [ e26—€ s onl [ e (1=6)?

H,(t) = = p S ge=e" g g
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Ako se izvr§i smena integracionih promenljivih ¢ — £ = z imacemo

Poslednja formula analogna je Rodrigesovoj formuli za Legendreove polinome. Ona poke
zuje da su Hy(t) zaista polinomi i to polinomi n-tog stepena.
Prvih nekoliko Hermiteovih polinoma su

o, a2 7
Ho(t)=1, Hi(t)=2, H(t)=4-2, . [LH4)= -

(’\

Takode vazi da je

H,(t) = (-1)"Ha(?) |

Rekurentne formule

Na osnovu definicione relacije X (¢,7) = > oo, Hn(t)%
1 7 naéi i

L HLA®) = 2tHA () + 2,

Hy(t) = 2nHy ()

Druga od ovih formula n — 1 — n dozvoljava da se nade neordedeni 'integfféll‘ bil

Hermiteovog polinoma

1
Hy(t)dt = ———=H t
[ Byt = 5 Ha
Prva od rekurentnih formula dozvoljava da se nadu svi Hermiteovi polinomi ako se znaju
Hy(t) 1 Hqi(t). Postoje naravno i mnoge druge rakurentne formule aﬁ)vde ¢emo navesti
samo jos jednu koja se dobija kada se iz navedenih eliminise H,,_1(t)

Hop1(t)+ H)(t) —2tH,(t) =0

3. Hermiteova diferencijalna jednaéina




¢ijim diferencir

’ , w'+2t1iv=0

a diferenciranjem ovog identiteta (n + 1) puta dobiéemo, posle nekih sredivanja i uproséa- .
y s -
vanja o W(“?\’ZX%W{M) FOnp) WM =g skavimo sweeny wM =@ TH T wakem credhiVeoe

A
d*H,(t) dH,(t) .
A 0@0)‘(4 - I . 2t % +2nH,(t)=0

Ovo je specijalni slu¢aj Hermiteove diferencijalne jednacine koja u opstem slucaju ima

oblik

Py dy

—C—Z_ﬁ —Zta —I—20y = 0

d _edy 2 ;
m\¢ I + 20ye” " =0

4. Ortogonalnost i norma H r%nlteowh polinoma |
" Hermiteovi polinomi su ortogohéalni, sa tezinom o(t) = T‘2"U-‘1Iljﬁ"el"‘/""ihl, (
Neka su H,(t) i H(t) (n # k) dva Hermiteova polinoma za koja vazi

d g2 dHn(t) P

N = 15 2 n — '
o | o + 2nH,(t)e 0

d g2 de(t) _42

— —_ 2kH} =

7 e 7 + 2k H(t)e 0

MnoZenjem prve od ovih jednacina sa H(t), a druge sa H,(t) i oduzimanjem, vode¢i
racuna da je

yz% (e‘t2y1) — y{gg (e“tgy'z) - % {642(?/‘;

a zatim integracijom u intervalu (—oo, +00) dobija se

"%n(t)Hk(t) dt <

tj. zan £k

+co
/ e~ H (1) Ha(t)dt = 0

— o

Sve nule Hermiteovih polinoma proste su i nalaze se u intervalu (—oo, +00).
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Za norme Hermiteovih polinoma imamo

| Ha)12 = / ﬁmﬁ tmwmm@f

Hermiteovih polinoma a prvi ponovnom pr1menom rekurentne formule daje

+o0 +oo
| H,(0)])? = / te™" Hy(t)Hpoy (t) dt = / e Hyor () [Hug1(£) + 2nH, 1 ()] dt

I ovde je prvi integral na desnoj strani jednak nuli zbog ortogonalnosti a drugi daje defini-
tivno

| Ha(OI* = 2n[|Haa (2)]]

Na osnovu poslednje relacije moZzemo pisati
| Ha(t)|[* = 2"n!||Ho(1)||* = 2"n

jer je

I = [ de= 7|

5. Hermiteove funkcije

Funkecije

—t /‘) dm
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Hermiteove su funkeije 1 obrazuju potpunu ortonormirani sistem u Lg(—00, +00). To znaci
da svaka funkcija f(t) neprekidna i kvadratno integrabilna sa teZinom e~ u intervalu
(—o0,+00), koja je ortogonalna na sve Hermiteove pohnome (u istom interval
tezinom) identic¢ki je jednaka nuli. :
Po uslovima teoreme, funkecija fi(t) = f(t)e_tz/ % kvadra

o(t) = 1 u intervalu (—oo, +00) utoliko pre je onda kvadr:
o(t) = 1 u istom intervalu funkcua g(t) (t)e‘tz. Dakle
transform ‘




Posto je funkcija §(w) svuda analiticka, moze se razviti u red oko w = 0 pri ¢emu se izvodi
mogu odrediti neposrednim diferenciranjem integrala

v too v too
§(w)=%l€—/tkf(t)e_t2+i”tdt =5 §(k)(0):(—;3r—k/tkf(t)e_tzdt

Dakle, §(w) = 0 sto primenom obrnute transformacije dobijé se.

“+oco

Mozemo da zakhuamo da funkcue X (t) ¢ine potpum ortonormlranl s&stem*
LQ(—OO +OO)

Na osnovu diferencijalne jednaéine za Hermiteove polinome lako se pokazuje da Her-
miteove funkcije zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu

%’;(—t) +(@2n4+1-t)X,(t) =0
odnosno 2
%(—)H Xn(t) = (2n + D)X (2)
t= L X
_ Ve e = &
Ax™ :



